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Uvod
Pitagora, grcˇki filozof i znanstvenik, cˇesto se prikazuje kao
prvi “pravi” matematicˇar. Ro -den je na grcˇkom otoku Samosu, kao
sin bogatog i zasluzˇnog trgovca s kojim je cˇesto putovao. Na tim
se putovanjima susretao s raznim ucˇiteljima i misliocima onog
vremena, koji su ga poucˇavali filozofiji i znanosti. Jedan od njih
bio je i glasoviti Tales iz Mileta. Njegova su otkric´a utjecala na
Pitagoru, pa se najvisˇe zanimao za matematiku i astronomiju.
Ustanovio je matematicˇku sˇkolu koju danas nazivamo Pita-
gorejskom sˇkolom, a njegove sljedbenike Pitagorejcima. U Pita-
gorejskoj sˇkoli naglasak je bio na tajnosti i zajednisˇtvu, tako da je danas tesˇko
odgonetnuti sˇto je rad samoga Pitagore, a sˇto njegovih ucˇenika. Ono sˇto je sigurno,
Pitagora je vrlo vazˇna osoba koja je doprinijela razvoju matematike i dala veliki doprinos
matematici. No, Pitagorejci nisu radili matematiku u atmosferi kakvu mi danas imamo
u sˇkolama i na fakultetima. Nije bilo zadataka koje bi trebalo rijesˇiti, nije bilo otvorenih
problema za razmatranje, niti su oni pokusˇavali formulirati dobivene rezultate kako to
danasˇnji matematicˇari rade. Njih su zanimale osnove matematike, pojam broja, trokuta
i ostalih matematicˇkih likova, te apstraktna ideja dokaza. Pitagora je vjerovao da se sve
relacije i odnosi mogu svesti na operacije s brojevima, da se sve oko nas i cijeli svemir
mozˇe objasniti brojevima. Do tog je zakljucˇka dosˇao nakon mnogih opazˇanja u glazbi,
matematici i astronomiji.
Danas Pitagoru pamtimo po poznatom Pitagorinom poucˇku: u pravokutnom trokutu
zbroj kvadrata duljina kateta jednak je kvadratu duljine hipotenuze tog trokuta. To
je posebice vazˇno u trigonometriji i analiticˇkoj geometriji. Iako je poucˇak nazvan po
Pitagori, on je bio poznat josˇ i starim Babiloncima 1000 godina prije nego sˇto se Pitagora
rodio. Naime, Pitagora nije prvi otkrio Pitagorin poucˇak (kako to mnogi brzopleto
govore), vec´ je bio prvi koji je dokazao taj poucˇak i zato se on naziva Pitagorin poucˇak.
U ovom cˇlanku promatrat c´emo algebarski zapis Pitagorina poucˇka, okarakterizirati
sve prirodne brojeve koji zadovoljavaju tvrdnju poucˇka i pokazati neke primjere i
probleme koji se svode na rjesˇavanje algebarskih jednadzˇbi dviju i visˇe nepoznanica.
Jednadzˇba x2 + y2 = z2
Definicija. Ure -denu trojku prirodnih brojeva (x, y, z) zovemo Pitagorina trojka ako
su x, y duljine kateta, a z duljina hipotenuze pravokutnog trokuta, tj. ako je
x2 + y2 = z2. (1)
Ako su x, y, z u parovima relativno prosti brojevi, onda kazˇemo da je (x, y, z) primitivna
Pitagorina trojka. Takav trokut zovemo (primitivni) Pitagorin trokut.
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Pitagora je zakljucˇio da za neparni k > 1 brojevi






zadovoljavaju jednadzˇbu (1). Osim toga, Platon je u svojim istrazˇivanjima dosˇao do
spoznaje da za k > 1 istu jednadzˇbu zadovoljavaju i brojevi
x = 2k, y = k2 − 1, z = k2 + 1.
Me -dutim, niti jednom od prethodnih formula nisu odre -dene sve Pitagorine trojke
(x, y, z) . Primjerice, trojka (20, 21, 29) nije niti jednog spomenutog oblika. Opc´eniti
zapis Pitagorinih trojki prvi put se spominje u Diofantovom djelu Aritmetika i Euklidovom
djelu Elementi.
Ako je (x, y, z) Pitagorina trojka i nzd(x, y, z) = d , onda je(a, b, c) primitivna
Pitagorina trojka, gdje je a = x/d , b = y/d , c = z/d . Dakle, svaka Pitagorina
trojka visˇekratnik je primitivne Pitagorine trojke. Stoga, da bi odredili opc´eniti zapis
Pitagorinih trojki, potrebno je najprije okarakterizirati sve primitivne Pitagorine trojke.
Uocˇimo najprije da je u svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojki tocˇno jedan od brojeva
x, y neparan. Zaista, ako bi x i y bili parni, onda trojka ne bi bila primitivna, a ako bi x
i y bili neparni, onda bi iz x2 + y2 ≡ 2 (mod 4) i z2 ≡ 0 (mod 4) dobili kontradikciju.
Teorem. Sve primitivne Pitagorine trojke (x, y, z) u kojima je y paran, dane su
formulama
x = m2 − n2, y = 2mn, z = m2 + n2, (2)
gdje je m > n i m, n su relativno prosti prirodni brojevi razlicˇite parnosti.
Dokaz. Neka je y = 2c . Tada su x i z neparni brojevi. Jednadzˇbu (1) mozˇemo pisati
u obliku
y2 = (z + x)(z− x).
Brojevi z+ x i z− x su parni, pa postoje prirodni brojevi a i b takvi da je z+ x = 2a ,
z− x = 2b . Sada je
4c2 = y2 = (z + x)(z − x) = 4ab,
pa je
c2 = ab.
Buduc´i je z = a + b , x = a− b i nzd(x, z) = 1, zakljucˇujemo nzd(a, b) = 1. To znacˇi
da postoje m, n ∈ N , nzd(m, n) = 1, takvi da je a = m2 , b = n2 . Tada je
x = m2 − n2, z = m2 + n2, y = 2mn.
Jer je x neparan broj, brojevi m, n su razlicˇite parnosti. Lako se provjeri da brojevi
x, y, z definirani s (2) zadovoljavaju jednadzˇbu (1). Potrebno je josˇ provjeriti jesu li
relativno prosti. Pretpostavimo da je nzd(x, z) = d > 1. Tada je d neparan i
d|(m2 + n2) + (m2 − n2) = 2m2,
d|(m2 + n2)− (m2 − n2) = 2n2.
No, ovo je u suprotnosti s pretpostavkom da su m i n , pa stoga i m2 i n2 , relativno
prosti. 
Napomena. Iz teorema 1 slijedi da su sve Pitagorine trojke dane identitetom
[d(m2 − n2)]2 + (2dmn)2 = [d(m2 + n2)]2. (3)
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Zadaci
U ovom poglavlju pokazat c´emo neke zanimljive probleme s Pitagorinim trojkama.
Neke primjere preuzeli smo iz [2]. Osim toga, mnoga korisna svojstva, te niz rijesˇenih
primjera i zadataka, tako -der se mozˇe nac´i u [1, 3].
1. Pokazˇite da jednadzˇba 3n + 4n = 5n ima rjesˇenje u prirodnim brojevima samo za
n = 2.
Rjesˇenje. Jer je 3 + 4 > 5, ocˇigledno n = 1 nije rjesˇenje polazne jednadzˇbe. Jasno
je da za n = 2 vrijedi jednakost. Pretpostavimo stoga da je n > 2. Tada je
5n = 52 · 5n−2 = 32 · 5n−2 + 42 · 5n−2 > 32 · 3n−2 + 42 · 4n−2 = 3n + 4n.
Dakle, za n > 2 vrijedi 3n + 4n = 5n .
2. Prona -dite sve Pitagorine trojke koje se sastoje od
a) tri uzastopna parna prirodna broja;
b) tri uzastopna prirodna broja djeljiva s 5.
Rjesˇenje. a) Neka je (2n, 2n+ 2, 2n + 4) trazˇena Pitagorina trojka. Vrijedi:
(2n)2 + (2n + 2)2 = (2n + 4)2,
odnosno n2 − 2n − 3 = 0. Imajuc´i u vidu uvjet zadatka, slijedi n = 3. Prema tome,
jedina Pitagorina trojka s trazˇenim svojstvom je (6, 8, 10) .
b) Neka je (5n, 5(n + 1), 5(n + 2)) trazˇena Pitagorina trojka. Tada je
(5n)2 + (5n + 5)2 = (5n + 10)2.
Slijedi n2 − 2n− 3 = 0, pa je n = 3. Trazˇena Pitagorina trojka je (15, 20, 25) .
3. Prona -dite sve Pitagorine trojke takve da je x+ y+ z= 40.
Rjesˇenje.
Neka je (x, y, z) trazˇena trojka. Iz uvjeta zadatka imamo z = 40− x− y . Slijedi,
x2 + y2 = (40− x− y)2 = x2 + y2 + 1600− 80(x + y) + 2xy.
Nakon pojednostavnjivanja dobivamo
x + y− 20 = xy
40
.
Iz gornje jednakosti zakljucˇujemo da umnozˇak xy mora biti visˇekratnik od 40. Dakle,
jedan od brojeva x i y mora biti visˇekratnik broja 5, a drugi visˇekratnik broja 8.
Nadalje, primijetimo da je x + y > 20. Kako z mora biti vec´i od x i y , zakljucˇujemo
da je x + y < 27.
Jedina Pitagorina trojka koja zadovoljava uvjete zadatka je (8, 15, 17) .
4. Ako je (x,y,z) Pitagorina trojka, dokazˇite da je xyz djeljivo sa 60.
Rjesˇenje. Pokazˇimo najprije da je duljina barem jedne katete djeljiva s 3.
Pretpostavimo suprotno, tj. neka x, y nisu djeljivi s 3. Tada su oni oblika 3k ± 1
i 3l± 1, gdje su k i l prirodni brojevi. Stoga su x2, y2 oblika
(3k ± 1)2 = 9k2 ± 6k + 1 = 3(3k2 ± 2k) + 1 i
(3l± 1)2 = 9l2 ± 6l + 1 = 3(3l2 ± 2l) + 1,
pa zakljucˇujemo da z2 = x2 + y2 pri dijeljenju s 3 daje ostatak 1 + 1 = 2 sˇto nije
moguc´e jer kvadrat prirodnog broja pri dijeljenju s 3 daje ostatak 0 ili 1. Prema tome,
duljina barem jedne katete djeljiva je s 3.
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Nadalje, pokazˇimo da je duljina barem jedne katete djeljiva s 5. Kvadrat prirodnog
broja pri dijeljenju s 5 daje ostatke 0, 1 ili 4. Zaista,
(5k)2 = 25k2, (5k ± 1)2 = 5(5k2 ± 2k) + 1 i (5k± 2)2 = 5(5k2 ± 4k) + 4.
Ako pretpostavimo da x i y nisu djeljivi s 5, x2 i y2 pri dijeljenju s 5 daju ostatke
1 ili 4. To znacˇi da x2 + y2 = z2 pri dijeljenju s 5 daje ostatak 2, 3 ili 0. Kako je z2
kvadrat cijelog broja, on pri dijeljenju s 5 ne mozˇe dati ostatak 2 ili 3, pa zakljucˇujemo
da je z2 , a time i z , djeljiv s 5.
Preostaje pokazati djeljivost s 4. Dovoljno je pokazati da to vrijedi za primitivne
Pitagorine trojke. Kako je u primitivnim trojkama tocˇno jedan od brojeva x , y paran,
pretpostavimo da je to y . Tada prema teoremu 1 slijedi y = 2mn , gdje su m i n razlicˇite
parnosti. Prema tome, y je djeljiv s 4, a time i xyz sa 60.
5. Prona -dite sve Pitagorine trojke kojima je jedna stranica duljine 12.
Rjesˇenje. Sve Pitagorine trojke dane su identitetom [d(m2 − n2)]2 + (2dmn)2 =
[d(m2 + n2)]2 , gdje je d ∈ N , nzd(m, n) = 1, m > n i razlicˇite su parnosti. Promatramo
tri slucˇaja:
1◦ Neka je 2dmn = 12, tj. dmn = 6. Iz ovog vidimo da je d ∈ {1, 2, 3, 6} .
Za d = 1 imamo:
mn = 6 · 1, tj. m = 6, n = 1, sˇto daje Pitagorinu trojku (12, 35, 37) , ili
mn = 3 · 2, tj. m = 3, n = 2, sˇto daje Pitagorinu trojku (5, 12, 13) .
Za d = 2 imamo:
mn = 3 · 1, tj. m = 3, n = 1, sˇto ne mozˇe biti jer su m i n razlicˇite parnosti.
Za d = 3 imamo:
mn = 2 · 1, tj. m = 2, n = 1, sˇto daje Pitagorinu trojku (9, 12, 15) .
Za d = 6 imamo:
mn = 1 · 1, tj. m = 1, n = 1, sˇto ne mozˇe biti jer je m > n .
2◦ Neka je sada d(m2 + n2) = 12. Tada je d ∈ {1, 2, 3, 4, 6, 12} .
Za d = 1 imamo m2 + n2 = 12, sˇto je nemoguc´e jer su m i n razlicˇite parnosti i
m2 + n2 pri dijeljenju s 4 daje ostatak 1. Slicˇno se zakljucˇi i za d = 2, 3, 4, 6.
Za d = 12 imamo m2 + n2 = 1, ali ta jednadzˇba nema rjesˇenja u prirodnim brojevima.
3◦ Neka je d(m2 − n2) = 12. Zakljucˇujemo d ∈ {1, 2, 3, 4, 6, 12} .
Za d = 1 imamo m2 − n2 = 12, a to nije moguc´e jer m2 − n2 pri dijeljenju s 4 daje
ostatak 1 ili 3. Slicˇno zakljucˇujemo za d = 2, 3, 6.
Za d = 4 imamo m2 − n2 = 3, tj. (m + n)(m− n) = 3, sˇto daje trojku (12, 16, 20) .
Za d = 12 imamo m2 − n2 = 1, ali ta jednadzˇba nema rjesˇenja u prirodnim brojevima.
Dakle, trazˇene Pitagorine trojke su: (12, 35, 37) , (5, 12, 13) , (9, 12, 15) , (12, 16, 20) .
6. Prona -dite sve Pitagorine trojke kojima je najvec´i broj jednak 481.
Rjesˇenje. Iz (3) slijedi d(m2 + n2) = 481. To povlacˇi d ∈ {1, 13, 37, 481}.
Za d = 1 imamo:
m2 + n2 = 481 = 202 + 92 = 162 + 152 , sˇto nam daje trojke (319, 360, 481) i
(31, 480, 481).
Za d = 13 slijedi:
m2 + n2 = 37 = 62 + 12 , tj. m = 6, n = 1, pa imamo trojku (455, 156, 481) .
Za d = 37 imamo:
m2 + n2 = 13 = 32 + 22 , tj. m = 3, n = 2, a to daje trojku (185, 444, 481) .
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Za d = 481 dobivamo m2 + n2 = 1, ali ta jednadzˇba nema rjesˇenja u prirodnim
brojevima.
7. Prona -dite sve pravokutne trokute s cjelobrojnim duljinama stranica cˇija je povrsˇina
jednaka opsegu trokuta.
Rjesˇenje. Neka su x, y, z duljine stranica Pitagorina trokuta. Sve Pitagorine trojke
(x, y, z) su oblika (3). Uvjet zadatka daje jednadzˇbu xy = 2(x + y + z) , odnosno
d2mn(m2 − n2) = d(2m2 + 2mn) . Dijeljenjem obje strane s dm(m + n) dobivamo
dn(m− n) = 2.
Ako je d = 1 imamo:
n = 1, m − n = 2 sˇto daje m = 3, pa zbog iste parnosti od m i n ovaj slucˇaj nije
moguc´; ili vrijedi
n = 2, m− n = 1, pa m = 3, sˇto daje trojku (5, 12, 13) .
Ako je d = 2 imamo:
n(m− n) = 1, tj. n = 1, m = 2, pa dobivamo trojku (6, 8, 10) .
8. Neka je k ≥ 3. Dokazˇite da postoji Pitagorin trokut cˇija je jedna duljina stranice
jednaka k.
Rjesˇenje. Pretpostavimo najprije da je k neparan broj, tj. k = 2l + 1 = (l + 1)2 − l2 ,
l ∈ N . Ukoliko u (2) uvrstimo m = l + 1 i n = l , dobivamo da je k cˇlan primitivne
trojke (m2 − n2, 2mn,m2 + n2) .
Neka je sada k paran broj i k = 2tu , gdje je t prirodan i u neparan prirodan broj.
Ukoliko je t ≥ 2 uzimamo m = 2t−1u i n = 1 i dobivamo da je k cˇlan primitivne trojke
(m2−n2, 2mn,m2+n2) . Ako je t = 1, tada je k = 2u . Kako je u neparan, iz prethodno
dokazanog postoji primitivna trojka (x, y, z) , gdje je x = u . Dakle, (2x, 2y, 2z) je trojka
cˇiji je prvi cˇlan jednak k .
9. Neka je (x, y, z) primitivna Pitagorina trojka. Mozˇe li x− y biti kvadrat prirodnog
broja koji je vec´i od 1?
Rjesˇenje. Pretpostavimo da je y paran. Tada je x = m2 − n2 i y = 2mn , gdje su m
i n razlicˇite parnosti i nzd(m, n) = 1. Nadalje je x− y = (m − n)2 − 2n2 . Mi zˇelimo
dobiti (m − n)2 − 2n2 = t2 . Faktorizacijom dobivamo (m − n − t)(m − n + t) = 2n2 .
Neka je m− n− t = 2 i m− n + t = n2 . Oduzimanjem ove dvije jednadzˇbe dobivamo
2t = n2 − 2. Npr. ako je n = 4, t = 7, onda je m = 13, te je x = 153, y = 104 i
x− y = 72 . Dakle, x− y mozˇe biti kvadrat prirodnog broja koji je vec´i od 1.
10. Neka je r = a2 − b2 , s = 2ab i t = a2 + b2 , gdje su a i b prirodni brojevi i
a > b . Neka je d = nzd(a, b) i A = a/d , B = b/d .
a) Ako je tocˇno jedan od A i B neparan, dokazˇite da je Pitagorina trojka (r, s, t)
oblika (d2x, d2y, d2z) , gdje je (x, y, z) primitivna trojka u kojoj je y paran broj.
b) Ako su A i B neparni, dokazˇite da je (r, s, t) oblika (2d2x, 2d2y, 2d2z) , gdje je
(x, y, z) primitivna trojka u kojoj je x paran broj.
Rjesˇenje. a) Primijetimo da je (r, s, t) Pitagorina trojka. Zapisˇemo li r , s , t pomoc´u
A i B , dobivamo r = d2(A2 − B2) , s = d2(2AB) , t = d2(A2 + B2) . Kako su A i B
razlicˇite parnosti i nzd(A,B) = 1, tada je (x, y, z) = (A2 − B2, 2AB,A2 + B2) primitivna
Pitagorina trojka.
b) Kako su A i B neparni, x = (A+B)/2 i y = (A−B)/2 su cijeli brojevi. Nadalje,
nzd(x, y) = 1, jer ako bi postojao neki prost broj p koji dijeli x i y , tada bi on dijelio i
x+y i x−y , sˇto bi znacˇilo da dijeli i A i B , a to nije moguc´e jer je nzd(A,B) = 1. Osim
toga, x i y su suprotne parnosti, jer je x+ y = A i A je neparan. Kako je nzd(x, y) = 1,
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a x i y su razlicˇite parnosti, prema teoremu slijedi (2xy, x2 − y2, x2 + y2) je primitivna
Pitagorina trojka. Primijetimo da je 4xy = A2−B2 , a iz A = x+ y , B = x− y dobivamo
2AB = 2(x2 − y2) i A2 + B2 = 2(x2 + y2) . Stoga je r = d2(A2 − B2) = 2d2(2xy) ,
s = d2(2AB) = 2d2(x2 − y2) i t = d2(A2 + B2) = 2d2(x2 + y2) .
Zadaci za vjezˇbu
1. Odredite primitivne Pitagorine trokute cˇije sve tri duljine stranica lezˇe izme -du
1000 i 2000.
2. Na -dite Pitagorine trojke u kojima je jedan od elemenata jednak 15.
3. Dokazˇite ili opovrgnite: Postoji Pitagorin trokut s hipotenuzom 77.
4. Odredite Pitagorine trojke (x, y, z) , sa x < y i z = 377.
5. Na -dite Pitagorine trokute cˇiji opseg iznosi najmanje 56, a povrsˇina najvisˇe 210.
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